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Inegalitatea lui Bergstrom

Albescu David, Bija Alexandra si
Dospinescu Miruna

Teorema

Daca Tk € R ag > 0. atunci:

2 2 ) 2
& T 1 +xo+---+x
S W TR N G Sk n)
a1 Qs a, a +az +---+ay

b

cu egalitate daca si numai daca:

TL_ % _ T

a;  ap a,

Generalizarea inegalitatii lui Bergstrom este dati de urmitoarea teoremi:

Daca Tk € Rgjar >0, k€ {1,2,--,n}, arnci:

72 2 2 T+ xo +- 1 2 a;x; — Q;T; 2
_1+_2+...+ﬂ2(1 2 n) + max —(TJ JT).
aj as Ay a; +as +---+ap lsj<=n a;a; (at- + Olj)
Aplicatie

(ONM 2021) Aratati ca pentru orice numere reale a,b,c > 0are loc inegalitatea:

2(a2 +b2+cz)
ab+bc+ca

+7
a b c

0(a+b+c)(1+l+lj2

Desfacand parantezele din membrul stang obtine

2(a?+b%+c?
1+E+E+E+1+9+E+E+1Z ( )
c a c a b ab+bc+ca

2 2 2

. _a a b b ¢ c_2@+b’+c
Trebuie demonstratca —+—+—+—+—+—2> ( )

b ¢c a c a b ab+bc+ca




a b ¢ [b a cj a? b* ¢ b? a?> ¢?
= |+ === = —F—F— || —F—+—
b ¢ a a c¢c b ab bc ac ab ac bc

Aplicam inegalitatea Bergstrom pentru fiecare paranteza:

2 2 w2 2 2 .2 2 2 2
(a b cj (b_Jra_ c ]>(a+b+c) ,(bra+c) . (a+b+c)

— |+ > =2.
ab bc ac ab+bhc+ac ab+ac+bc ab+bc+ac

ab ac bc

(a+b+c)’ , 80 +b" 4" +2(ab+be+ca) 2(a® +b* +c*)

ab+bc+ac ab+bc +ca ab+bc+ca

Astfel, inegalitatea din enunt este demonstrata.

Bibliografie:
https://math.fandom.com/ro/wiki/lnegalitatea lui Bergstrom

Inegalitatea lui Bernoulli

Teposu Vlad si Tusan Radu

Despre inegalitate:

Inegalitatea lui Bernoulli, descoperita in 1689 de Jacob Bernoulli, este o inegalitate care
aproximeaza exponentii lui “1+a”, care studiazd multimea numerelor reale si sta la bazelele analizei
acestoa.

Aceasta este cel mai des folosita pentru a dovedi alte inecuatii importante cum ar fi: Inegalitatea
lui Young, Holder si Minkowski.0

Teorema

(1+a)">1+napentruoricarearfineENsia€R,a>-1

Aceasta are si anumite variatii, cum ar fi:

1. (1+a)">1+n -a, dacd n este par, atunci a poate fi orice numar real

2.(1+a)"<1+n-a, pentruoricen € [0,1],sia€e R|a=-1


https://math.fandom.com/ro/wiki/Inegalitatea_lui_Bergstrom

Demonstratie:

Inegalitatea se poate dovedi cu ajutorul inductiei, dovedind ca relatia este adevarata
pentru n € {0,1}, iar apoi dovedind ca daca ecuatia este valida pentru “n”, oricare are fi el, este
adevarata si pentru “n+2”.

1. Dovedim ca ecuatia este valida pentru “n=0”
(1+a)° > 1+ 0-a, care prin calcule rezulti ci 1 = 1, care este adevarat.

2. Dovedim ca ecuatia este valida pentru “n=1"
(L+a)!>1+1 -a,dincarerezultacal +a = 1+ a, care este si asta adevarata

3. Presupunem ca ecuatia este adeviarata pentru “n=k”, iar apoi dovedim pentru “n=k+2”
(1+ak=1+k-a

(1 +a)*2 > (1+ ka)(1 + 2a + a?), deoarece (1+a)? = 0, rezultd
(1+a)k(1+a)®=>1+2a+a?+ka+ 2ka?+ ka®
(1+a)k(1+a)?> 1+ a(k+2) + 2ka%(a+2) + ad > 1+ a(k+2)

Deoarece a? = 0 si a+2 > 0, dupd inductia modificata presupunem cd inegalitatea este validd
pentru orice numarr € X |r = 0.

Generalizare:

Va:(ai,az,...,an)e((—l,oo))”, neN", cutoti a, de acelagi semn ,

n n

[T0+a)=1+>a,.

k=1 k=1

Aplicatii

1) Sa se arate ca daca n>9900, atunci 1,01" >100.

Rezolvare:

Conform inegalitatii lui Bernoulli: 1,01" =(1+ Flo)n >1+ % > 1+99=100
2) Saise arate ci 6% > 5%,

Rezolvare:

Avem 6% > 5% ¢ (6%) 2>(547) 2 6% >547 > ( g) 45552

Dar (2)5=(1+3)5>1+5- = =2 si atunci (3 ) *>2°>25.

L)IIJIIUUI alic.



https://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli%?27s inequality
https://math.stackexchange.com/questions/3025737/where-does-one-even-need-bernoullis-inequality
https://mathworld.wolfram.com/Bernoullilnequality.html

Inegalitatile mediilor

Alexandru Alexandrov, Cretu Victor
si Junger Ernest

Inegalitatea mediilor pentru doua numere:

2 2
L e il BT
N 2 o\ 2

Inegalitatea mediilor pentru trei numere:

2 2 2
Lﬁabcs‘“mcs 4T e ,Va,b,c>0
1 1 1 3 3
a+—+—

Inegalitatea mediilor pentru n numere,neN,n>2:

n a+a,+..+a, _ [ai+ai+..+a
<1/ < <
— T <¥a,.a, < _\/ :

n

[
T

VVom demonstra inegalitatile mediilor pentru doua numere:
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https://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli%27s_inequality
https://math.stackexchange.com/questions/3025737/where-does-one-even-need-bernoullis-inequality
https://mathworld.wolfram.com/BernoulliInequality.html

m, = n
n— : 4

- mo=m
== 4 L}

SRR < +f ab . “

S 1+ b
r:+b \;‘H:‘J‘EIZ “: )j

2ab - bIC )2 .
<+ ab < »

a+b ahﬂ—{ﬂ-kb} I-4
da’b? < bl al 4

al+2ab+ b2 avl:( ab) dab < a*+ 2ab+ b*1— 4ab
4ab N i 0<a=2ab+ b*

- ~<1l-(a~+2ab+ b~) -
a=+ 2ab+ b- D<({a—»~F -

dab < a*+ 2ab+ b?l— dab
0<a’=2ab+ b

0<(a—b)?
m <m
4} P

a+b a’+b?
<

2 2

(a+b)r  a?+b2
<
4 2

(a+b)2<2a2+2p2
a2+ 2ab+ b2< 202+ 202 - (a2 + 2ab+ b?)
0<a’+b?-2ab
0<(a-b)?

()2

|- 4

Aplicatii

Demonstrati cé oricare ar fi a,b,c > 0, au loc inegalititile:

a+b+c ’ab+bc+ca 3
> = afabc.
3 3
Rezolvare:
at+b+c ’ab+bc+ca 3 5
3 > 3 = {a+b+c)223(ab+bc+ca) < a'+b +c =ab+be+ca

Care este adevarata pentru orice a,b,c strict pozitive.

Apoi avem, prin ridicare la patrat:



ab+};c+ca > Yabe o ab+bc+ca 2(3Fabc)2 o Sbthotca, J(ab)(bc)(ca),

3 3

inegalitate adevarata daca tinem cont de inegaliatea mediilor aplicata numerelor ab,bc,ca.

. . e e .. . 4 4 2
Determinati valoarea minimi a expresiei: £(x,y)=x" +y +——, unde x,yeR.
FENE

Rezolvare:

Aplicand de doua ori inegalitatea mediilor, obtinem :

E(x)=x"+y"+ 12 > 2.Jx*y* +

T =
x ¥

q2q=2(;r:y2+ qlq]ZZ-Z- 'yt —— =4
x y x y “yT

Deci valoarea minima este 4.

Bibliografie :

Manuela Prajea- Introducere in inegalitati
http://www.mathlinks.ro
Drimbe, M. O., Inegalitati, idei si metode, Editura Gil, Zalau, 2003

Inegalitatea rearanjarii
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http://www.mathlinks.ro/

Saulescu Valentin si Guse Tudor

Vom intra in subiectul lucrarii noastre cu un exemplu, o problema data la un concurs de
matematicad in China, in 1978:

Zece oameni stau la coada in fata unui robinet cu apa pentru a-si umple galetile. Fiecare gileata
necesitd un timp diferit pentru a se umple. In ce ordine ar trebui sa fie asezati oamenii in asa fel incat
sa se reducd la minimum timpul lor de asteptare?

Teoretic, ordinea de asteptare ar fi ordinea crescatoare a timpului de umplere a galetilor. Vom
nota cu T1< T2< ... <T1o timpul necesar pentru a umple géletile respective. Daca oamenii se pun la
coada in ordinea sugerata, timpul de asteptare va fi dat de :

T=10T1+9T2+...+Tao.
Pentru o ordine de agezare diferita , timpul de asteptare va fi :
S=10S1+9Sot...+ S0, unde (S, So, ..., S10) este 0 permutare a sirului (T 1, T2, ..., T 10)

Se va ajunge la (Ty, Ty, ... Typ) 1n cel mult 9 pasi. Avand in vedere ca timpul de asteptare este redus
cu fiecare pas, T este intr-adevar timpul de asteptare minim.

Putem generaliza acest exemplu, cu urmatorul rezultat:

Teorema rearanjarii

Fie (a;) ;=17 Un sir monoton crescator si (b;) ;=15 un sir finit
oarecare. Sirurile (x;);-1 monoton descrescator si (¥;) ;=15
monoton crescator sunt obfinute prin permutarea termenilor sirului
(b;)i=17- Atunci avem relatia :

a; X; SZaibiSZaiyi

n n n
i=1 =1 i=1

Demonstratie:

11



Fie 1<k <1< n si sirul (b";)i=1x obtinut din (b;) ;=17 prin permutarea termenilor bk si bi. Avem
n n

Z a; b’y — Z a; by < agb, + aiby — agby — a;by = —(ar—a;) (b — by).
i=1 i=1

Deci valoarea sumei scade daca b, si by sunt ordonati crescator si creste daca by, si by sunt ordonati
descrescator. Aplicand procedeul in mod repetat, se obtine inegalitatea din enunt.

Observatie:

Pe scurt, putem spune astfel: Daca sirurile (a;);=17 $i (b;);=17 sunt monotone de acelasi sens,
atunci orice permutare a termenilor sirului (b;);—17; duce la o scadere a valorii sumei .i-, a; b;, iar
daca sirurile sunt monotone de sens contrar, atunci orice permutare a termenilor sirului
(b;) ;=17 duce la o crestere a valorii sumei Y-, a; b;.

Corolar 1:
Fie a1, a2, ..., ap numere reale si (a’1, a’2, ..., a’y) 0 permutare a (ay, a2, ..., an) . Atunci avem:

af+as+ - +ai = aa;+ aa, + -+ aya;.

Corolar 2:

Fie a1, a2, ..., an numere reale si (a’1, a’2, ..., a’y) 0 permutare a (ay, a2, ..., an) . Atunci avem:
a; a, a,
a; a; an

Aplicatii

(Olimpiada internationald de matematica 1975 )

Fiex; <x, <..< xp81 yq £y, <..< y, numere reale, iar zy z,, ..., z, 0 permutare a numerelor
V1,Y2,---,Yn. Demonstrati ca :

(Xl - Y1)2 + (XZ - YZ)Z + .. (Xn - Yn)z < (Xl - 21)2 + (Xz - 22)2 + ..+ (Xn - Zn)z-

Rezolvare:

Avem y 2 +y,2 + ..+ y,%2 =2z, + 2,2 + ...+ z,2 Dupi efectuarea calculelor , inegalitatea
cerutd este echivalenta cu :

X1Y1 + XY, + o+ XV = X121 + X325 + -+ + X, 2y care rezultd din inegalitatea rearanjarii.

(Olimpiada internationald de matematica 1964 )
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Fie a, b si ¢ laturile unui triunghi. Demonstrati ca:

a’(b+c—a)+b*(c+a—b)+c?(@a+b—c) < 3abc

Rezolvare:

Putem presupune a = b > c. Demonstram mai intdi cic(a+ b —c) = b(c+a—b) =
a(b+c—a).Avem c(a+b—c)—b(c+a—-b)=(b—c)(b+c—a)=0.Lafelse
demonstreaza a doua inegalitate. Conform inegalitatii rearanjarii (IR) , avem:

a’(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*(a+b—c)
<ba(b+c—a)+cb(c+a—>b)+ac(a+b-—c).

a’(b+c—a)+hb*(c+a—b)+c*(a+hb—c)
<ca(b+c—a)+ab(c+a—b)+bc(a+b—c).

Adunand cele doua inegalitati , in membrul drept se obtine 6abc si apoi inegalitatea din enunt.

Bibliografie:

1.Engel, Arthur, Probleme de matematica-strategii de rezolvare, editura Gil, 2006, pag.203-205
2. https://brilliant.org/

3. https://artofproblemsolving.com

4. https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra

Inegalitati de tip Cebasev

Maria Penteleiciuc, Anamaria Orza
si Anastasia Fleaca

Pafnuti Lvovici Cebisev a fost un matematician rus, cu contributii in domeniul probabilitatilor,
statisticii si teoriei numerelor. Acesta este considerat ca fiind al
doilea cel mai mare matematician rus, dupa Nicolai Ivanovici
Lobacevski.

=N

Cebisev si-a desfasurat activitatea de profesor universitar in Sankt
Petersburg. A fost membru al Academiilor de Stiinte din Sankt
Petersburg, Berlin si Paris, precum si al Royal Society din Londra.

Ca profesor, Cebisev era ordonat, punctual, pedant si ingrijit. A
dus o viatd cumpatatd, aparent monotona, dar plina de rezultate in
cele mai diferite domenii ale matematicii.

13


https://brilliant.org/
https://artofproblemsolving.com/
https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra

Inegalitati de tip Cebasev

Daca ne N,n>2si avem doua secvente de aceeasi monotonie, adica :

<a,<..<a .b<h<..< i
al_az_..._any bl—bz—"'—b", atunci:

1) ab +ab, +..+ab >ab'+ab, +..+ab'(<ab +ab  +..+ab) ,

unde b’,b,’,...,b"reprezinti o permutare a numerelor b,b,,...,b, .

2) n(ab, +ab, +..+ab,)>(a,+a,+..+a,) (b +b,+..+b,)

Daca neN,n 2> 2si avem doua secvente de monotonie inversa, adica :

<a,<..<a .b>h>..> .
ai_az_..._am bl‘bz—""b“, atunci:

1) ab +ab, +..+ab <ab’'+ab, +..+ab'(<ab +ab  +..+ab) ,

unde b/,b,,...,b, reprezinti o permutare a numerelor b;,b,,...,b, .

2) n(ab, +ab, +...+ab,)<(a,+a,+..+a,) (b +b,+..+b,)

Aplicatie
) . a b c 3
Aratati ca oricare ar fi a,b,c>0 are loc: + + > —
b+c c+a c+b 2
Rezolvare:

Cum a,b,c sunt sumere reale rezultd ca existd o ordine intre ele.
Faptul ca inegalitatea este simetrica ne permite sa presupunem ca a<b<c.

1 1
<

Vom verifica daca < <
b+c c+a a+b

1 1
——<——& c+asc+bea<b (A)
b+c c+a

14



_1 gi©a+b£c+a<:>b£c (A)
c+a a+b

=> avem 2 siruri la fel ordonat, deci putem aplica inegalitatea lui Cebisev astfel:

1 1 1

>1(a+b+c)( + + )

1 1 1
: +b- +C
b+c c+a

a . >
a+b 3 b+c c+a a+b

Ramane de demonstrat ca %(a+b+c)( 1 + 1 + 1 )23

b+c c+a a+b E

1 1) 11

%(a+b+c)( ! + j_5-5((b+c)+(c+a)+(a+b))( t .t j

b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem :

1 1
+C-——++/C+a-—m
b+c c+a a+b/) 6 Jb+c¢ Je+a

6

1 1 1 1 1 3
<:>g((b+c)+(c+a)+(a+b))(b+c+C+a+a+bjzg-9:5.

Mai multe probleme:

1 a®+b*>a’b+ab?, Vvab>0

5 a®+b*+c*>a’h+b*c+c’a, Vvab,c>0

2 2 2
X—+y—+z—24, VX, Y,221LXx+y+z=4
3 Y 7 X
2 2 2
a_, b 4L 2a+b+c’ Va,b,c>0
4. b+c c+a a+b 2
x3+y3+23+t32%, VX, Y, 2t > =L X+ y+Z+t=2
5.
a, a4, a, 1 1 « o g
a+—+—+.+—o2l+=+.+=, VneN,Kva,a,..a, N distincte
6. 2° 3 n 2 n
Bibliografie:

https://www.youtube.com/watch?v=mIQo11PIrvi
https://ro.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Cebisev
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https://www.youtube.com/watch?v=mIQo11PlrvI
https://ro.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Cebisev

Inegalitati trigonometrice

Daniel Bischin si Andrei Corabian

Prin inegalitati trigonometrice ne referim la acele probleme unde ni se cere sd gasim relatii de
comparatie intre lungimi de segmente, unghiuri, arii, volume si functii trigonometrice.

Metodele de rezolvare variaza, insa aproape de fiecare datd ne sunt utile formulele si identitétile
geometrice, care deosebesc aceste tipuri de inegalitati de cele algebrice.

Aducem astfel la atentia cititorului o serie de probleme la care li se adauga si rezolvarile, din care
putem desprinde anumite metode pentru rezolvarea acestui tip de exercitii.

Aplicatii:
1. Fie a,b,ceR+ pentru care a?+b2-ab=c?. Demonstrati ci (a-b)(b-¢)<0.

La prima vedere poate va intrebati de ce am inclus aceasta problema la capitolul trigonometrie, dar
indoielile vor fi curand rezolvate.

Rezolvare:

Consideram numerele a,b si ¢ ca fiind lungimile laturilor triunghiului ABC, folosind notatiile uzuale.
c?=a’+h2-ab=a?+b>2-2ab-cos(60°)=a?+b2-2ab-cos(xC) = «C=60°, ceea ce ne conduce spre doui cazuri:
I. XA<60° si «B>60°. Astfel, ¥ A<xC<<B, de unde rezulta , din inegalitatea triunghiului, ca a<c<b.

Asadar a-b<0 si b-c>0 = (a-b)(b-¢)<0.

1. xA>60° s1 «B<60°. Astfel, «B<xC<<«A, de unde rezulta , din inegalitatea triunghiului, cd b<c<a.

Asadar a-b>0 si b-c<0 = (a-b)(b-¢)<0.

2. (Inegalitatea lui Euler)
Demonstrati cd in orice triunghi ABC are lor relatia R>2r.

Rezolvare:
Ne vom folosi de formulele pentru aria unui triunghi:

S—abC:R:a—mgiS=p-r:> r:E
p

T 4R 45

16



o . _abc_2S 8s?
Astfel, este suficient sa demonstram ca s >— & abc>—

P p

Din formula lui Heron, S = \/p(p—a)(p— b)(p—c)

8- p(p-a)(p—b)(p-c)
p

= abc > =8(p-a)(p—b)(p-c)

abc>(2p-2a)(2p—-2b)(2p—-2c) < abc>(a+b+c—-2a)(a+b+c—2b)(a+b+c—2c)
& abc>(b+c—a)(a+c—b)(a+b—-c) (1)

Réamane de demonstrat inegalitatea anterioara.

Din inegalitatea triunghiului stim ca termenii produsului membrului drept sunt pozitivi.

VVom aplica inegalitatea MG < MAastfel:

b+c—a+a+c-b 2c e

Jb+c-a)a+c-b) < > >

a+c—-b+a+b-c 2a_a

J@+c-b)a+b-c) < > ;

b+c-a+a+b-c_2b _

Jb+c—-a)a+b-c) < > >

b

Inmultind relatiile de mai sus vom obtine exact (1). Astfel, deducem ca R>2r.

3. OIM 1983
Fie a,b,c lungimile laturilor unui triunghi. Demonstrati ca

a’b(a—b)+b’*c(b—c)+c’a(c—a)>0.
Rezolvare:

Fiind lungimile laturilor unui triunghi, exista x,y,ze R’ pentrucare a=y+z,b=z+X si c=X+Yy

. Inegalitatea din enunt devine astfel:
(Y+ 22+ X)(y+2—2=X)+@Z+X)*(X+ Y)(Z+Xx=X=Y) +(X+ Y)* (Y +2)(Xx+y—-y—2) >0
(Y2 +2y2+ )2+ X)(Y = X) + (2% + 22X+ X2) (Y + X)(Z = Y) + (Y* + 2yx + X*)(y + 2)(x—=2) >0

(Y2 +2yz+2°)(zy — 2X+ Xy — X°) + (2% + 22x + X*)(yz — y* + XZ— Xy) +

+(y? +2yx+x*)(yx—yz+2x—2?) >0
Inegalitatea de mai sus se reduce la x°z + y*x+z%y > x?yz + xy*z + xyz*
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2 2 2
A . . Sl . z . .
Dacd 1mpartim inegalitatea anterioard prin Xxyz, obtinem —+ Y +—>Xx+Yy+z, Inegalitate
y z X
2 2 2 2
o e . o . . X z X+y+zZ .
adevarata ce reiese din inegalitatea lui Bergstrom: — + DANFLINS (x+y+2z) =X+ Y+ 2z, pentruorice

y z X y+Z+X

X,Y,z € R’ . Astfel, inegalitatea din enunt este demonstrata.

4. 0OIM 1991
Daca intr-un triunghi ABC, bisectoarele AD, BE,CF se intersecteaza

IA IB IC 8
intr-un punct I, atunci —-—-—<—
AD BE CF 27

Rezolvare:

Ne vom folosi de teorema bisectoarei, conform careia stim ca bisectoarea imparte latura opusa
intr-un raport egal cu raportul celorlalte doud laturi.

Folosim notatiile uzuale, pentru care AB=c,BC =a, AC =b.Notam BD=xsi CD=Y.

AB BD cC X c+b x+y . c+b a ab
> —=—&o-—=— & —=—Tjarcum a=x+y>—=— S Yy=
AC CD b vy b y b y b+c’
inAADC,Clestebisectoare:%=ﬂ<:>9=ﬂ<:> b __Al b _Al
CD ID y ID y+b ID+AI ab +p AD
b+c
1 Al 1 Al b+c Al
& 4 AD ~atb+c AD " a+b+c AD
b+c b+c

Procedand analog obtinem ﬂ: arc s j CL__a+b .
BE a+b+c  CF a+b+c

Inlocuind in inegalitatea din enunt, obtinem cd trebuie demonstratd urméatoarea relatie:

(a+b)(b+c)(2+c)££(1)
(a+b+c) 27

a+b+b+c+c+a 2(a+b+c)

Din MG < MAavem $/(a+b)(b+c)(c+a) < 3 = 3

J@+mm+®@+@
a+b+c

, iar ridicand inegalitatea la puterea a treia obtinem (1).

Astfel problema este rezolvata.
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5.Intr-un cerc se inscrie triunghiul ABC . Fie A, B,,C mijloacele arcelor BC,CA, AB.

Demonstrati ¢ Spgc 2 Spgc -

Rezolvare:
A mijlocul arcului BC = m(AC:) = m(:\B) =C
B, mijlocul arcului AC = m(AB,) = m(:\C) =B

m(B,A)+m(AC,) C+B
2 2

= m(«B,AC,) =
Triunghiurile ABC si A B,C, sunt inscrise in acelasi cerc = au aceeasi raza a cercului circumscris R

T sinusului = B,C, =2R-sin(«B,AC,) =2R -sin(B;C) = 2R'cos(§)

In mod analog se obtine ca AB, = 2R- COS(%) ,lar <ABC, = AJZF ¢

A+C
2

— AB,-BC -Sin(A_LBlCl) _ ZR.COS(g)'ZR'COS(g)'Sin( )

=S =
ABC, 2 2

A B C
= S,5c, = 2R? 'cos(E) : COS(E) - COS(E)
De asemenea, S,;. = 2R’ sin(A)-sin(B)-sin(C).

Astfel, trebuie demonstrat ci 2R? -COS(?) . COS(%) : COS(%) > 2R?-sin(A) -sin(B)-sin(C)
= cos(EA) : cos(%) : cos(%) >sin(A)-sin(B)-sin(C)

A B C . A A . B B . C C
<> c0S(—)-cos(—=)-cos(—=) = 2sin(—) -cos(—) - 2sin(—=) -cos(—) - 2sin(—) - cos(—

(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)

1. A . B, .. C 5 . . . e 1o 9
oS =2 Sm(E) ~S|n(E) -Sln(E) , ceea ce este adevarat. Prin asta, inegalitatea initiald este demonstrata.
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Probleme propuse:

1. Fie a,b,x,y,zeR’ a,b,c,x,y,zeR" pentru care a®=x*+xy+y’ si

b? = Xx* +xz+2°. Aritati ci (a+b)? = y* + yz + 2.

2. Fie M un punct in planul triunghiului echilateral ABC de latura 1. Aratati
ca MA-MB+MB-MC+MC-MA>1. (OLM Arges, 2001)

3. (Inegalitatea lui Mitrinovic) Demonstrati ca in orice triunghi are loc dubla
inegalitate

33

3J/3-r< pngR

4. Aratati ca Intr-un triunghi oarecare ABC are loc relatia

r - 4abc

R (a+b)(b+c)(c+a)

5. (L. Panaitopol, Gazeta Matematica 1983) Demonstrati cd in orice triunghi
ABCareloc I,—h, <R-2r,

unde |_si h, sunt lungimile bisectoarei si inaltimii din A.

Bibliografie:

Culegere “Matematid de excelentd” editura Paralela 45
Site-ul viitoriolimpici.ro
“Inegalitati matematice — provocari in utilizarea programei scolare” — Mirela Pirvu
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Inegalitatea lui Jensen
Prof. Doriana Dorca

Pentru inceput voi explica notiunea de functie convexa/concava.

Matematic, o functie este convexa dacd segmentul care uneste oricare doud puncte de pe graficul
ei se afla situat deasupra graficului cuprins intre puncte.

Definitie: O functie f:l1 — R, unde I este un interval de numere reale, se numeste convexi pe

intervalul I daca pentru orice numere x,x, 1 si orice t €[0,1] are loc inegalitatea

F(A-t)x +txp ) < (1-t) f (3) +1F (Xo) .

Definitie: O functie f:1 —R, unde | este un interval de numere reale, se numeste concavi pe

intervalul I daca pentru orice numere x,x, 1 si orice t €[0,1] are loc inegalitatea

F(A-)x +1x ) = (1-t) f (%) +1F (X, ) .
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Inegalitatea lui Jensen (1J):

Daca f:1 — R este o functie convexa (concava) pe |,atunci

___n
VneN',vx el, Ve, >0,i=1n,)> o =1, avem:

i=1

f (Z;:aixijg(z)éai £(x)

Cazuri particulare folosite in demonstrarea inegalitatilor:

In cazul functiilor convexe avem de exemplu

f ot f
Pentru a1=...=an=% avem f(X1+...xn)S (%) +oot T (%))

n n

Aplicatii:

2
1. Demonstrati ca (2 + = + \/5] + (2 -

3

Rezolvare:

Consideram functia f:R >R, f (x)= x? , f convexa pe multimea numerelor reale.

f f
Avem f(xzy]s (X); (y) , unde x:2+i+\/§,y=2—i—\/§,x+y=4

NG NG
( L, ? 1 &
24+ =+ 5} +[2—— 5)
f(2)< V3 5 V3 de unde rezulta cerinta.

2
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2. O inegalitate elementara demonstrata cu ajutorul 1J

2 2
Dacd x,y sunt numere reale strict pozitive astfel incat x+y =1 atunci (x + —j + ( y+ —] 25

>
X y 2
Rezolvare :

2
Consideram functia f:(0,0) >R, f(t)= (t + %) care este o functie convexd pe domeniul de definitie

>

&

Avem f(xzng f(x);f(y)© f(x);f(y)2 f(%}?

De unde avem ca f (x)+ f(y)

3.Dacd A,B,C sunt unghiurile interioare ale unui triunghi atunci avem sin A+sinB +sinC <

33

2
Rezolvare:

Fie functia f:(0,7) >R, f(x)=sinx , care este concava pe domeniul de definitie

y/

>
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Avem , conform 1J ca f (g + % + Ej >

sin A+sinB +sinC sSsin(%)z—

4 4 4 4
4 Dacg %Y 2€(0,) . demonstrati ca: (x+2y) +(y+2z)" +(z+2x) 23(x+y+2)

Rezolvare:

1-Solutie clasica

4
< . 9 a+b+c
Notim x+2y=a,y+2z=b,z+2x=c si avem de demonstrat ca a* +b* +c* 23[ j

v st o8 o2 o 022 = 25

2- Folosind 1J pentru functia convexa f:R — R, f(x)=x* avem

f(a)+ fgb)+f(c)2 f(a+b+c)

Observatie: problema studierii convexitatii/concavitatii unei functii se va stabili in clasele superioare.

Bibliografie:

Drimbe Mihai Onucu- Inegalitati-idei si metode , Editura Gil, Zalau, 2000

Panaitopol L, Badila V, Lascu V —Inegalititi , Editura Gil, Zalau, 1996

Becheanu Mircea si Enescu Bogdan- Inegalitati elementare...si mai putin elementare, Editura Gil,
Zalau, 2002
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Inegalitatea lui Minkowski

Iacob Diana si Timofte Ana

Despre Hermann Minkowski

e S-andscut in 1864, pe data de 22 iunie, 1n regatul
Poloniei (care facea parte din Imperiul Rus)

e originea matematicianului este interpretata diferit de
la sursa la sursd, acesta fiind considerat un
matematician german, polonez, germano-lituanian
Sau rus

e avand predecesori evrei, s-a mutat in anii copilariei
in Konigsberg (din cauza persecutiei din Imperiul
Rus), urmand sa-si realizeze principalele studii tot acolo

e Minkowski a inceput mai apoi sd predea in mai multe orase germane iar in 1905 a lucrat cu
studentul sau, Albert Einstein la teorii ale relativitatii generale

e Unul dintre cei mai buni prieteni ai sai a fost David Hilbert, un alt matematician renumit cu care
iubea sd 1si impartdseascad descoperirile

e Numele de Minkowski nu este insa cunoscut doar in domeniul matematicii, fratele lui, Oskar,
fiind apreciat in domeniul cercetdrii medicale

e Minkowski a murit in 1909 (la 44 de ani) si a ramas cunoscut pentru ca a creat si a dezvoltat
geometria numerelor si a folosit metode geometrice ca sa rezolve probleme dificile din_teoria
numerelor, fizica matematica, si_teoria relativitatii.

Inegalitatea:

n n n
Z(ai +bi)2 < Zaiz + Zbiz
i=1 i=1 i=1

Demonstratie:

Stim ca: (a +b)% =a;(a; +b;) + b (a +b,)

n n n
Care se aplica si pentru suma a i termeni: > (a +b)% = a;(a +1y) + Y b (g +b) (1)
i1 i-1 i-1

o |+
Q|-

n n
Folosim teorema lui Holder:  xy; < [Z xipJ
i1

n
[ yiqj pentru termenii din dreapta
i=1 1
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https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Geometria_numerelor&action=edit&redlink=1
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Geometria_numerelor&action=edit&redlink=1
https://ro.wikipedia.org/wiki/Teoria_numerelor
https://ro.wikipedia.org/wiki/Teoria_numerelor
https://ro.wikipedia.org/wiki/Fizica_matematic%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Teoria_relativit%C4%83%C8%9Bii

p=q=2
Inlocuind astfel: x=a
y=(a+b)

Rezulta: Zn:ai(ai+bi)s Jzn:a?- \/Zn:(ai+bi)2 2)
i=1

i=1 i=1

n n n

Analog: > bi(a +b) < \/be -\/Z(ai +b)* (3)
i=1 i=1 i=1

Din relatia (1) st adunarea relatiilor (2) si (3) rezulta:

Zn:(ai +b;)? S\/Zn:aiz '\/Zn:(ai +by)? +\/Zn:b|2 '\/Zn:(ai +h)? ()
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n
Impartim relatia (4) cu fZ(ai +b; )’
i-1

n n n
De unde rezultd forma doritd a teoremei lui Minkowski: JZ(ai +)? < \/ >a? + \/ >b?
& = &

Forma generalizata a inegalitatii lui Minkowski:

1
n = n = n i
[Z(Xi +y;))P1P < z xP)P + (z yP)P  (in care noi am demonstrat inegalitatea pentru p=2)
i i=1 i=1

Aplicatii:

JuZ 42 £4/s2 412 2\/(u+s)2 +(v+1)?

1. Dacau, v, s, t sunt numere reale, atunci:

Rezolvare:

Observam ca tot ce este sub radical este pozitiv, si atunci putem sa ridicam relatia la puterea a doua:

u? +v2 +s% 4% + 2\/uzs2 +Ut? +v2s% + V22 = (U+5s)% + (V+1)2

2 2

U +V°+s +t2+2\/u S“+u 2

2t2 2.2

+v2s2 + V22 >u® + 2us +s% + v + vt +t?

Scadem din ambele parti u?,v2,s? si t2: 2yu?s? + ut? +v2s2 + V22 > 2(us + vt)
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impartim relatia la 2:  u2s2 + u?t? +v2s2 +v2t2 > (us + vt)

=>U%s? +ut? +v%s? +v2t2 > u%s? + 2usty + v2t?
3 22 22 22 2.2
Scadem U“S” si V" din ambele parti: U°t" +V°s® > 2ustv

2
= U2 —2ustv+v23s? 20 => (Ut-V8)T 20 _ Agavirat

Generalizarea acestei forme a inegalitatii lui Minkowski:

\/alz+b12 +\/a§+b22 +...+\/ar2] +b? 2\/(a1+a2 +.43,)2+ (0, +by +...+b,)?

2.Fie x si y solutiile pozitive ale ecuatiei: 18x? + 24xy +8y* —15x—10y —3=0.

Demonstrati: 5—\/4y2 +7+43< \/9x2 +7-43 (%)

Dand factor comun 2 respectiv 5, rescriem relatia datd ca:  2(3x + 2y)? —5(3x+2y)-3=0
Notiam (3x+2y) cua: 2a?-5a—3=0 - functie de gradul II

A=25+24=49 => JA=7

5+7 . 2-7 -1
—=3 i a2=—=7

Avem: a = 2

Dar x,y>0 => a=3=3x+2y (1)

Rescriem inegalitatea (*) ca:  y9x2 +7— 443 +1/4y2 +7+443 >5

Folosim Inegalitatea lui Minkowski demonstrata anterior: \/u2 +v2 4 \/82 +t2 > \/(u +5)% + (V+1)?

Inlocuind astfel: u=3x, v=2—+/3, s=2y, si t=2++/3

=> \/9x2 +7—4J§+\/4y2 +7+4/3 > \/(3x+2y)2 +4% (2

1) => \/(3x+2y)2 +42 =3 142 =25 =5 (3)

Din (2) si (3) => \/9x2 +7-43 +\/4y2 +7+4/3>5 - Adevirat.
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Bibliografie :

Eremia Georgescu-Buzau, Eugen Onofras - Metode de rezolvare a problemelor de matematica in
liceu

Revista de matematica editatd de Catedra de matematica a Colegiului National ”Gheorghe Sincai”,
Baia Mare- Argument 13

Inegalitatea lui Schur

Iagaru Dragos, Dospinescu Tudor
si Budrala David

Cine este Schur?

Issai Schur s-a nascut pe 10 ianuarie 1875 la Mogilev si a decedat
pe data de 10 ianuarie, 1941 in Tel Aviv, a fost un matematician care
a lucrat in Germania. A studiat la Berlin. El a obtinut doctoratul in
1901, a devenit lector in 1903 si, dupa o sedere la Bonn, profesor in
1919.A lucrat la reprezentari de grup, dar si in combinatoricd si teoria
numerelor si chiar in fizica teoretica.

Inegalitatea lui Schur

Daca x, y, z sunt numere reale pozitive, atunci pentru orice t > 0
avem:

XXx=x—2)+y' (-0 -2)+2z'(z-x)(z-y) =0

cu egalitate daca ,si numai dacd x =y = z sau daca doua dintre
numerele X, y, z sunt egale si al treilea este nul; daca xyz =0,
impunem restrictia t > 0.
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Despre Valentin Vornicu

Vornicu, in 2007, a descoperit o forma generalizata a inegalitatii lui Schur, de obicei citata pe
forumurile online drept ,,Inegalitatea Vornicu-Schur”, pe care a publicat-0 intr-o carte de rezolvare a
problemelor intitulata ,,Olimpiada de Matematica”.

Aplicatie:

Fie x,y,z € (0, +o0) astfel incat x* + y? + z% + 1 = 2(xy + yz + zx).

Arataticd 9xyz > x +y + z.

Rezolvare:

Din inegalitatea lui Schur, cand t=1, avem:
x(x—=y)x—2)+y(y—0)y—2)+z2(z-x)(z-y) =0
eox¥+y3+234+3xyz=2xy(x+y)+yz(y + 2) + zx(z + x) (1)

Folosind (1) si identitatea x3 + y3 + z3 = 3xyz+ (x + y + 2) (x? + y? + 22 = xy — yz — zx)
vom demonstra cid (x +y + z)3 + 9xyz = 4(x + y + z) (xy + yz + zx).

(x+y+2)°3+9%xyz=(+y+2)(x?+y*+ 2%+ 2xy + 2yz + 2zx) + Ixyz =
=(x+y+2)(x2+y*+z2—xy—yz—zx)+3xyz+3(x +y+2)(xy + yz + zx) + 6xy2 =
=x3+y3+2343xyz+3(x+y+2)(xy+yz+2zx) +3xyz=s

Din(1):s>2xy(x+y)+yz(y+z)+zx(z+x)+3xyz+3(x+y+2)(xy + yz + zx) =
=xy(x+y)+xyz+yz(y+z)+xyz+zx(z+x) +xyz+3(x+y+z2)(xy+yz+zx) =
=xyx+y+z2)+yzx+y+z)+zx(x+y+z)+3(x+y+2)(xy + yz + zx)

=4(x+y+2z2)(xy+yz+ zx)

Astfel, putem spune ci 9xyz > 4(x +y+ z2)(xy + yz+zx) — (x +y+2)3 = (x + y + z) (4xy +

4yz + 4zx — x% —y? — 722 — 2xy — 2yz — 2zx) =

=(x+y+2) 20y +yz+zx) — (x? +y% + 22))
=(x+y+2)(x2+y2+22+1—-(x2+y2+2%))=(x+y+2)

Bibliografie:

https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2016/07/a-brojbeanu-inegalitatea-
lui-schur.pdf
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Inegalitatea lui Panaitopol

Danoiu Dragos si Ciovica lanis

Laurentiu Panaitopol a fost un renumit matematician roman care s-a stins in anul 2008 dar care a
lasat in urma inegalitatea care ii poarta numele si este enunsata astfel:

In orice triunghi ABC are loc
(P)la—ha<R-2r,
la=lungimea bisectoarei din A
ha=lungimea inaltimii din A
R=raza cercului circumscris

r=raza cercului inscris

Solutie

-

Deoarece este o inegalitate “liniara”, acest lucru ii mareste gradul de dificultate. Ca in multe alte
situatii, intdrirea inegalitdtii poate sa sugereze o “cale de atac” mai comoda.

Cum la <(p — a) ( majorare de “clasa” ), ne propunem si studiem valabilitatea inegalitatii intirite

(P')N(p—a)—ha<R-2r.

Avem V(p — a) — ha =bc cos Al 2 — bc I2R < (Rcos® Al 2 + bc/ 4R ) — bcl 2R =

=R (sin? (B + C)/ 2 —sinBsin C) = Rsin® (B - C)/ 2.

Am demonstrat ci are loc: (P ") \(p — a) — ha < Rsin? (B — C)/ 2, cu egalitate doar daci

Rcos? Al 2= bc |AR < cos(B — C) = 1 < B = C; (Triunghiul ABC este isoscel cu baza BC).
Incheiem metoda intercalarii demonstrand inegalitatea: (P ") Rsin? (B—C)/2<R—2r

Daca O si I sunt centrele cercurilor circumscris si inscris, iar T' este proiectia lui O pe bisectoarea
interioard a unghiului B , inegalitatea de mai sus este echivalenti cu OT? < 012, adica

OT < 0I ( adevarat )

Avem egalitate in (P ") daca 2a=b +cC.

Bibliografie:
https://www.ccdfocsani.ro/utile/Inegalitati%20matematice%20provocare%20programa%20scolara.p
df
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